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具有多参数恒 Lyapunov 指数谱的新型统一混沌系统 

万求真 1,2，周昭腾 1,2 
（1. 湖南师范大学信息科学与工程学院，湖南 长沙 410081；2. 智能计算与语言信息处理湖南省重点实验室，湖南 长沙 410081） 

摘  要：基于传统的 Qi 混沌系统，通过增加控制参数和改变非线性项相结合的方法构造了一种具有复杂混沌特

性的新型统一混沌系统。首先，分析了所提系统的动力学行为，数值仿真了相图、时域波形图、Poincare 截面图

和功率谱图；其次，讨论了系统参数变化时 Lyapunov 指数谱、分岔图和混沌信号幅度对整个系统的影响，分析

表明，所提统一混沌系统能产生 4 种新的具有多参数恒 Lyapunov 指数谱特性的双翼混沌吸引子，并存在多种全

局和局部的非线性调幅参数；再次，以所提系统的第一种混沌吸引子为例，引入 2 种新的非线性函数，实现了网

格多翼的扩展；最后，搭建所提统一混沌系统的硬件电路，实验观察到 4 种新混沌吸引子，与数值仿真结果一致，

验证了所提系统的可行性。 
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Novel unified chaotic system with multi-parameter  
invariable Lyapunov exponent spectrum 

WAN Qiuzhen1,2, ZHOU Zhaoteng1,2 
1. College of Information Science and Engineering, Hunan Normal University, Changsha 410081, China 

 2. Provincial Key Laboratory of Intelligent Computing and Language Information Processing , Changsha 410081, China 

Abstract: Based on the traditional Qi chaotic system, a novel unified chaotic system with the complex chaotic characte-
ristics was constructed by adding the control parameters and modifying the nonlinear terms. Firstly, basic dynamical cha-
racteristics of chaotic system were analyzed, and phase portrait, time domain waveform diagram, Poincare mapping and 
power spectrum diagram were numerically simulated. Secondly, system parameters influence on chaotic system was dis-
cussed through Lyapunov exponent spectrum, bifurcation diagrams and chaotic signal amplitude. It was found that the 
unified chaotic system can generate the four new types of two-wing chaotic attractors with the multi-parameter invariable 
Lyapunov exponent spectrum characteristics. Meanwhile, there exist the functions of the global and local nonlinear am-
plitude modulation parameters. Thirdly, taking the first chaotic attractor of system as an example by introducing the two 
new types of nonlinear functions, the expansion of grid multi-wing attractor was realized. Finally, the hardware circuit of 
novel unified chaotic system was constructed. The four new types of chaotic attractors are observed experimentally, 
which is consistent with numerical simulation results and verified the feasibility of the proposed system. 
Keywords: unified chaotic system, invariable Lyapunov exponent spectrum, chaotic attractor 
 

1  引言 

混沌作为一种独特的非线性现象，一直受到广

泛关注。早期被提出并且具有代表性的三维自治混

沌系统有 Lorenz 系统[1]、Chen 系统[2]、Lyu 系统[3]、

Liu 系统[4]和 Qi 系统[5]等。随着对混沌系统研究的
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不断深入，近年来，许多不同类型的新混沌系统

相继被发现，如多翼混沌系统[6-8]、多涡卷混沌系

统[9-10]、超混沌系统[11-12]、分数阶系统[13]等。这些

系统的混沌特性大多受限于系统参数的变化范

围，系统参数的小幅度变化或误差经常改变混沌

系统的动力学特性，其动力学行为会在稳定点、

周期运动、拟周期运动、混沌运动以及超混沌运

动状态中发生演变，给混沌系统的实际应用带来

困难。 
为了使系统参数在一定范围内变化时不会影

响系统本身的混沌特性，即系统具有很强的稳健混

沌特性，一类新的恒 Lyapunov 指数谱混沌系统[14-17]

被提出。文献[14]在归一化 Colpitts 系统方程的基础

上，用分段线性的绝对值项代替非线性指数项，得

到一个恒 Lyapunov 指数谱混沌系统，该系统的正

Lyapunov 指数呈现与某个特定参数无关，而信号幅

值随之线性改变的重要特性，其正 Lyapunov 指数

为 0.098 2。文献[15]在 Sprott 混沌系统的基础上，

采用增加控制参数的方法实现了对系统的恒

Lyapunov 指数谱混沌锁定，它可以方便地实现混沌

输出信号的幅度和相位控制，但其正 Lyapunov 指

数仅为 0.035。文献[16-17]在 Lorenz 系统或 Qi 系统

的基础上，改变原系统方程的部分结构，得到一类

新的恒 Lyapunov 指数谱混沌系统，这类系统存在

特殊作用的调幅参数与倒相参数。上述新混沌系统

的不断发现和构造，赋予了系统更大的参数变化空

间与演变自由度，可以很好地实现信号幅度的拉

伸、缩小或者相位的反转，而不需要增加硬件电路。

然而，上述文献大多是具有单参数或者双参数恒

Lyapunov 指数谱的混沌系统，有关多参数恒

Lyapunov 指数谱混沌系统的报道很少，同时上述恒

Lyapunov 指数谱混沌系统的正 Lyapunov 指数普遍

较低，表明系统运动的随机特性较弱，不利于其

在混沌雷达、图像加密和保密通信等领域[18]的广

泛应用。 
基于此，本文在传统 Qi 系统的基础上，通过

增加控制参数和改变非线性项相结合的方法构造

了一种具有较大正 Lyapunov 指数和多参数恒

Lyapunov 指数谱特性的新型统一混沌系统。所提系

统包含 2 个交叉乘积项和一个可变非线性项，通过

研究该系统的动力学行为，分析系统的平衡点，得

到了系统的数值仿真结果，并讨论了系统参数改变

时 Lyapunov 指数谱、分岔图和混沌信号幅度的变

化曲线。研究发现，所提统一混沌系统能产生 4 种

新的三参数恒 Lyapunov 指数谱的双翼混沌吸引子，

且包含多种全局和局部的非线性调幅参数。当 c=0
时，该系统能产生 2 种新混沌吸引子，并具有关于

参数 a、e 和 g 的恒 Lyapunov 指数谱特性；当 a=0
时，该系统能产生另外 2 种新混沌吸引子，并具有

关于参数 c、e 和 g 的恒 Lyapunov 指数谱特性。以

所提系统的第一种混沌吸引子为例，通过引入偶对

称多分段二次型函数和平移变换函数，可以实现网

格多翼的扩展。最后，搭建了所提新型统一混沌

系统的硬件电路，实验观察结果与数值仿真结果

一致。 

2  新型统一混沌系统的基本分析 

2.1  新型统一混沌系统模型 
本文提出的统一混沌系统的数学模型如式(1)

所示。 

 
( , )

x ay bx cyz
y dy exz
z hz gf x y

= − +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = − +⎩

  (1) 

其中，x、y、z 均为系统的状态变量，a、b、c、d、
e、h、g 均为实常数，f(x,y)为 y2 或 x2 或 xy。当 a=25，
b=25，c=0，d=16，e=1，h=6，g=1，f(x,y)=y2 时，

系统产生第一种新双翼混沌吸引子；当 a=25，b=25，
c=0，d=16，e=1，h=5，g=1，f(x,y)=x2 时，系统产

生第二种新双翼混沌吸引子；当 a=0，b=−5，c=−1，
d=−10，e=−1，h=2，g=1，f(x,y)=x2 时，系统产生第

三种新双翼混沌吸引子；当 a=0，b=25，c=5，d=10，
e=5，h=10，g=5，f(x,y)=xy 时，系统产生第四种新

双翼混沌吸引子。为叙述方便，将这 4 种参数条件

下的统一混沌系统分别简称为系统(1)、系统(2)、系

统(3)和系统(4)，4 种混沌吸引子的相图如图 1 所示。

特别地，当 c=0，b=a，f(x,y)=xy 时，所提统一混沌

系统退化成 Lyu 系统；当 a=0，f(x,y)=y2 时，系统

退化成文献[17]提出的混沌系统。采用奇异值分解

的方法可以计算出系统 (1)～系统 (4)的 3 个

Lyapunov 指数依次为 1.378、0.008 9、−16.379，1.983、
0.021 1、−15.989，0.907 6、−0.016 4、−7.891，3.208、
0.024 9、−27.884。由于最大 Lyapunov 指数均为正

数，此时 4 种吸引子均处于混沌状态。 
2.2  平衡点及其稳定性分析 

对于系统(1)，当 c=0 和 f(x,y)=y2时，令式(1)的 
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图 1  新型统一混沌系统的 4 种混沌吸引子相图 
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右边为零，求得平衡点分别为 
 0 0,0,0)M =(  
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⎛ ⎞
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由系统(1)的雅可比矩阵可得其特征多项式为 
 f1(λ)=λ3+B2λ2+B1λ+B0 
其中，B0=aehz+2begxy−bdh，B1=bh−bd−dh+2egxy+ 
aez，B2=b+h−d。当 a=25，b=25，d=16，e=1，h=6，
g=1 时，系统(1)的 3 个平衡点分别为 M0=(0,0,0)、
M1=(9.798, 9.798, 16)和 M2=(−9.798, −9.798, 16)。将

M0代入 f1(λ)，可得 3个特征根分别为 λ1=−25、λ2=16、
λ3=−6；同理可得，平衡点 M1 和 M2 所对应的特征

根分别为 λ1=−17.066 1、λ2=1.033+16.739i 和 λ3= 
1.033−16.739i。因此，平衡点 M0 是一个不稳定的鞍

点，非零平衡点 M1和 M2为指标 2 的不稳定鞍焦点，

系统(1)可以形成混沌吸引子的双翼。 
对于系统(2)，采用类似系统(1)的分析方法。当

c=0 和 f(x,y)=x2，且 a=25，b=25，d=16，e=1，h=5，
g=1 时，系统(2)的 3 个平衡点分别为 P0=(0,0,0)、
P1=(8.944, 8.944, 16)和 P2=(−8.944, −8.944, 16)。对

于平衡点P0，其对应的特征根分别为λ1=−25、λ2=16、
λ3=−5，由于其特征根不全为正或负，因此平衡点

P0 是一个不稳定的鞍点。同理可得，平衡点 P1 和

P2所对应的特征根分别为 λ1=−20.958 6、λ2=3.479 3+ 
13.369 2i和 λ3=3.479 3−13.36 9 2i，因为 λ1是负实数，

λ2 和 λ3 都是实部为正的共轭复数，所以非零平衡点

P1 和 P2 为指标 2 的不稳定鞍焦点，系统(2)可以形

成混沌吸引子的双翼。 
对于系统(3)，当 a=0 和 f(x,y)=x2时，令式(1)的右

边等于零，求得平衡点分别为 ( )0 0,0,0N = ， 1N =  

3

3, ,h bd h b e bd
g ce g c d ce

⎛ ⎞
⎜ ⎟
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⎝ ⎠

，
3

32 , ,h bd h be bd
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e

⎛ ⎞
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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由系统(3)的雅可比矩阵可得特征多项式为 
 f3(λ)=λ3+D2λ2+D1λ+D0 
其中，D0=cehz2+2cegx2z+2cdgxy−bdh，D1=bh−bd− 
dh+ cez2− 2cgxy，D2=b+h−d。当 b=−5，c=−1，d=−10，
e=−1，h=2，g=1 时，系统(3)的 3 个平衡点分别为

N0= (0,0,0)、N1=(3.761, 2.659, 7.071)和 N2=(−3.761, 
−2.659, 7.071)。将 N0 代入 f3(λ)，可得其特征根分别

为 λ1=5、λ2=−10、λ3=−2；同理可得，平衡点 N1和

N2 所对应的特征根分别为 λ1=−8.775 9、λ2=0.887 9+ 
6.693i 和 λ3=0.887 9− 6.693i。因此，平衡点 N0是一

个不稳定的鞍点，非零平衡点 N1和 N2为指标 2 的不

稳定鞍焦点，系统(3)可以形成混沌吸引子的双翼。 
对于系统(4)，当 a=0 和 f(x,y)=xy，且 b=25，c=5，

d=10，e=5，h=10，g=5 时，系统(4)的 3 个平衡点

分别为 S0=(0,0,0)、S1=(2, 3.162, 3.162)和 S2=(−2, 
−3.162, 3.162)。对于平衡点 S0，其对应的特征根分

别为 λ1=−25、λ2=−10、λ3=10；同理可得，平衡点

S1,2 对应的特征根分别为 λ1=−33.768 2、λ2=4.384 1+ 
16.639 3i 和 λ3=4.3841−16.639 3i。因此，平衡点 S0

是一个不稳定的鞍点，非零平衡点 S1和 S2为指标 2 的

不稳定鞍焦点，系统(4)可以形成混沌吸引子的双翼。 
2.3  时域波形图、频谱图和 Poincare 截面图分析 

以统一混沌系统中的系统(1)为例，本节对其时

域波形、功率谱和 Poincare 截面进行分析。系统(1)
关于输出信号 x 的时域波形如图 2(a)所示，其中实

线代表系统的初始状态，虚线代表系统的初始值发

生微小改变后的状态。可以看到，对于相同的系统

结构，即使初始值 x0 前后仅相差 0.000 001，其余

值不变，系统的波形也会在 8 s 后完全不同。系统

(1)的功率谱如图 2(b)所示，可以看出，该系统具有

连续的功率谱和较宽的序列频谱，其性能较好。通

过 Poincare 截面观察混沌系统的动力学特性，分别

选取截面 x=0 和 z=15，得到系统的 Poincare 截面如

图 2(c)和图 2(d)所示，可以看出，截面上吸引子的叶

片清晰可见，进一步证明了系统(1)为混沌系统。 
2.4  系统参数对新型统一混沌系统性能的影响 

利用 LE（Lyapunov exponent）谱图、分岔图和

信号幅度变化曲线观察系统各参数变化时，新型统

一混沌系统对应的状态变化情况，如图3~图9所示。

本节对 4 种不同参数条件下系统的 LE 谱和信号幅

度变化情况进行讨论。图 3～图 9 中，Smax 和 Smin

分别表示信号幅度变化过程中的最大值和最小值。 
1) 对于系统(1)，固定参数 b=25，c=0，d=16，

e=1，h=6，g=1，当 a∈[0.1,50]时，系统的 LE 谱图

和信号幅度变化情况如图 3 所示。从图 3 可以看出，

随着参数 a 的变化，系统的 LE 谱始终维持在

LE1=1.378，LE2=0.008 9，LE3=−16.379 附近，输出

信号 x 的幅度随着参数 a 的增大而非线性增大，但

是 y 和 z 的幅度呈非线性减小。固定参数 a=25，
b=25，c=0，d=16，h=6，g=1，当 e∈[0.1,50]时，

系统的 LE 谱图和信号幅度变化情况如图 4 所示。
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从图 4 可以看出，随着参数 e 的变化，系统的 LE
谱保持恒定，输出信号 x、y 和 z 的幅度均随着参数

e 的增大而非线性减小。固定参数 a=25，b=25，c=0，

d=16，e=1，h=6，当 g∈[0.1,50]时，系统的 LE 谱

图和信号幅度变化情况如图 5 所示。从图 5 可以看

出，随着参数 g 的变化，系统的 LE 谱保持恒定，系

 

图 2  系统(1)数值仿真 

 
图 3  参数 a 变化时系统(1)的 LE 谱图和信号幅度变化情况. 

 
图 4  参数 e 变化时系统(1)的 LE 谱图和信号幅度变化情况 
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统的输出信号 x 和 y 的幅度随着参数 g 的增大而非线

性减小，而 z 的幅度始终保持在一个固定的范围内。 
对于系统(1)，固定其他系统参数不变，当参数

b、d、h 分别在[15,35]、[12,22]和[0,15]区域内变化

时，系统的分岔图如图 6 所示。从图 6 可以看出，随

着参数 b 的变化，系统从周期运动形式通过倍周期分

岔道路进入到混沌状态，最后演变为不动点的稳定状

态；随着参数 d 的变化，系统从不动点的稳定状态跳

变进入混沌状态，然后通过反向倍周期分岔演变为周

期运动形式，且在混沌区域内可以发现最大 LE 为

零的周期窗；随着参数 h 的变化，系统从大范围的混

沌状态最后跳变为不动点的稳定状态。由图 3～图 6
可知，在所有的系统参数中，该系统的混沌特性对参

数 a、e 和 g 具有很强的稳健性，即参数 a、e 和 g 在

大范围变化时，系统始终处于恒 LE 谱的混沌状态；

而参数 b、d 和 h 的小幅度变化都会使系统在稳定点、

周期运动、拟周期运动和混沌运动中发生演变。 
2) 对于系统(2)，采用类似系统(1)的分析方法，

固定参数 b=25，c=0，d=16，e=1，h=5，g=1，当

a∈[0.1,50]时，系统的 LE 谱始终保持恒定，并分别

维持在 LE1=1.983、LE2=0.021 1、LE3=−15.989 附近，

系统一直处于混沌状态，输出信号 x、y 和 z 的幅度

都随着参数 a 的增大而非线性减小。固定参数

a=25，b=25，c=0，d=16，h=5，g=1，当 e∈[0.1,50]

时，系统的 LE 谱也保持恒定，此时输出信号 x、y
和 z 的幅度均随着参数 e 的增大而非线性减小。固

定参数 a=25，b=25，c=0，d=16，e=1，h=5，当

g∈[0.1,50]时，系统的 LE 谱保持恒定，输出信号 x
和 y 的幅度随参数 g 的增大而非线性减小，而 z 的
幅度一直保持在固定的范围内。 

3) 对于系统(3)，固定参数 a=0，b=−5，d=−10，
e=−1，h=2，g=1，当 c∈[−50,−0.1]时，系统的 LE
谱图和信号幅度变化情况如图 7 所示。可以看出，

随着参数 c 的变化，系统的 LE 谱始终维持在

LE1=0.907，LE2=−0.016，LE3=−7.891 附近，其输

出信号 x、y 和 z 的幅度随参数 c 的增大而非线性增

大。固定参数 a=0，b=−5，c=−1，d=−10，h=2，g=1，
当 e [∈ −50,−0.1]时，系统的 LE 谱图和信号幅度变

化情况如图 8 所示。可以看出，随着参数 e 的变化，

系统的 LE 谱也保持恒定，此时系统的输出信号 x
和 z 的幅度随参数 e 的增大而非线性增大，而 y 的

幅度呈非线性减小。固定参数 a=0，b=−5，c=−1，
d=−10，e=−1，h=2，当 g [0.1,50]∈ 时，系统的 LE
谱图和信号幅度变化情况如图 9 所示。可以看出，

随着参数 g 的变化，系统的 LE 谱保持恒定，系统

的输出信号 x 和 y 的幅度随参数 g 的增大而非线性

减小，而 z 的幅度保持在固定范围内。 
对于系统(3)，固定其他系统参数，当参数 b、d、

 
图 5  参数 g 变化时系统(1)的 LE 谱图和信号幅度变化情况 

 
图 6  参数 b、d 和 h 变化时系统(1)的分岔图.  
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h 分别在[−8,−4]、[−15,−5]和[0,6]区间内变化时，系

统的分岔图如图 10 所示。随着参数 b 的变化，系

统从周期运动形式通过倍周期分岔进入到混沌状

态，且在混沌区域内可发现最大 LE 为零的周期窗；

随着参数 d 的变化，系统开始为混沌状态，随后通

过反向倍周期分岔演变为周期运动形式；而随着参

数 h 的变化，系统从大范围的混沌状态最后跳变为

不动点的稳定状态。 
4) 对于系统(4)，采用类似系统(3)的分析方法，

固定参数 a=0，b=25，d=10，e=5，h=10，g=5，当

c [0.1,50]∈ 时，系统的 LE 谱始终维持在 LE1=3.208，
LE2=0.024 9，LE3=−27.884 附近，其输出信号 y 和

 
图 7  参数 c 变化时系统(3)的 LE 谱图和信号幅度变化情况.  

 
图 8  参数 e 变化时系统(3)的 LE 谱图和信号幅度变化情况 

 
图 9  参数 g 变化时系统(3)的 LE 谱图和信号幅度变化情况  

 
图 10  参数 b、d 和 h 变化时系统(3)的分岔图 
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z 的幅度随参数 c 的增大而非线性减小，而 x 的幅

度随参数 c 的增大保持在同一个取值区间。固定参

数 a=0，b=25，c=5，d=10，h=10，g=5，当 e [0.1,50]∈

时，系统的 LE 谱也保持恒定，此时系统的输出信

号 x 和 z 的幅度随参数 e 的增大而非线性减小，而 y
的幅度保持在固定的范围内。固定参数 a=0，b=25，
c=5，d=10，e=5，h=10，当 g [0.1,50]∈ 时，系统的LE
谱保持恒定，系统的输出信号 x 和 y 的幅度随参数 g
的增大而非线性减小，而 z 的幅度保持在固定范围内。 
2.5  恒定 Lyapunov 指数谱特性分析 

由上述分析可知，通过调整系统的部分参数，

新型统一混沌系统能得到 4 种完全不同并且具有多

参数恒LE谱特性的新双翼混沌吸引子。对于系统(1)，
当参数 a、e 和 g 变化时，该系统的 LE 谱始终保持

恒定即具有三参数恒 LE 谱特性，将系统的平衡点

M0、M1 和 M2 代入特征多项式 f1(λ)中时，会完全消

除 a、e 和 g。具体说明如下：将 M0代入 f1(λ)，得

到 B2=b+h−d，B1=bh−bd−dh，B0=−bdh；将 M1 或

M2 代入 f1(λ)，得到 B2=b+h−d，B1=bh+dh，B0=2bdh，
其对应的特征值与 a、e 和 g 均无关，因此，参数 a、
e 和 g 不影响此系统在各点处的动力学特性，这 3
个参数发生变化时，系统(1)始终具有相同的 LE 谱。

对于系统(2)，采用类似系统(1)的分析方法，可得出

其也具有关于参数 a、e 和 g 的三参数恒 LE 谱特性，

其对应的特征值与参数 a、e 和 g 均无关。对于系

统(3)，其具有关于参数 c、e 和 g 的三参数恒 LE 谱

特性；将 N0 代入 f3(λ)后，得到 D2=b+h−d，
D1=bh−bd−dh，D0=−bdh；将 N1 或 N2 代入 f3(λ)，得

到 D2=b+h−d，D1=−bh−dh，D0=4bdh，其对应的特

征值与参数 c、e 和 g 均无关。对于系统(4)，采用

类似系统(3)的分析方法，可以得出其也具有关于参

数 c、e 和 g 的三参数恒 LE 谱特性，其对应的特征

值与 c、e 和 g 均无关。 
2.6  非线性调幅特性分析 

通过统一混沌系统的分岔图和信号幅度变化

情况可知，系统(1)～系统(4)分别具有不同的非线性

调幅特性。对于系统(1)，当参数 a、e 和 g 变化时，

系统的输出信号幅度对应为全部或部分发生变化，

其中 a、e 和 g 分别是全局、全局和局部非线性调

幅参数。关于参数 a，可以通过对该系统进行非线

性变换，令
*

* *1
1 1, , ( 0)xx y K y z Kz K

K
= = = > ；关于参

数 e，令 * * *
2 2 2, , ( 0)x M x y M y z Mz M= = = > ；关于

参数 g，令 * * *
3 3 3, , ( 0)x N x y N y z z N= = = > 。因

为 c=0 且 f(x,y)=y2，将它们都代入数学模型式(1)后
分别得到 

 

* * *
1 1 1
* * * *
1 1 1 1

* * *2
1 1 1

* * *
2 2 2
* * * *
2 2 2 2
* * *2
2 2 2

* * *
3 3 3

* * * *
3 3 3 3

* * *2
3 3 3

x aKy bx

y dy ex z

z hz gy

x ay bx

y dy eMx z

z hz gy

x ay bx

y dy ex z

z hz gNy

⎧ = −
⎪

= −⎨
⎪ = − +⎩
⎧ = −
⎪

= −⎨
⎪ = − +⎩
⎧ = −
⎪

= −⎨
⎪ = − +⎩

 (2) 

因此，参数 a 和参数 e 都具有全局非线性调幅

特性，其中系统输出信号 x、y 和 z 的幅度与参数 a

分别呈指数为
1
2
、− 1

2
和−1 的幂函数关系变化，而

输出信号 x、y 和 z 的幅度与参数 e 分别呈指数为

− 1
2
、− 1

2
和−1 的幂函数关系变化；参数 g 具有局

部非线性调幅特性，系统输出信号 x 和 y 的幅度与

参数 g 分别呈指数为− 1
2
和− 1

2
的幂函数关系变化，

但是输出信号 z 的幅度与参数 g 的变化无关。 
另一方面，通过相图和时域波形图，也能分析

系统(1)中当参数a变化时信号幅度的变化情况。a=1
和 a=100 时系统(1)的相图与时域波形分别如图 11 和

图 12 所示。由图 11 和图 12 可知，当参数 a=100
时，系统(1)输出信号 x、y 和 z 的幅度分别为参数

a=1 时的 10、0.1 和 0.01 倍，即信号 x、y 和 z 的幅

度随参数 a 呈 a 、
1
a
和

1
a
关系变化（也即呈指

数为
1
2
、− 1

2
和−1 的幂函数关系变化）。同时，这

种全局非线性调幅特性也可以从图 3(b)和图 3(c)的
分岔图与信号幅度变化曲线中看出。 

采用类似的变换方法分析可得，对于系统(2)，
其输出信号 x、y 和 z 的幅度与参数 a 分别呈指数为

− 1
2
、− 3

2
和−1 的幂函数关系变化；输出信号 x、y

和 z 的幅度与参数 e 分别呈指数为− 1
2
、− 1

2
和−1

的幂函数关系变化；输出信号 x 和 y 的幅度与参数
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g 分别呈指数为− 1
2
和− 1

2
的幂函数关系变化，而 z

的幅度与 g 的变化无关，因此参数 a、e 和 g 分别

是全局、全局和局部非线性调幅参数。对于系统(3)，
系统输出信号 x、y 和 z 的幅度与参数 c 分别呈指数

为− 1
4
、− 3

4
和− 1

2
的幂函数关系变化；输出信号 x、

y和 z的幅度与参数 e分别呈指数为− 1
4
、

1
4
和− 1

2
的

幂函数关系变化；输出信号 x 和 y 的幅度与参数 g

分别呈指数为− 1
2
和− 1

2
的幂函数关系变化，而 z 的

幅度与 g 的变化无关，因此参数 c、e 和 g 分别是全

局、全局和局部非线性调幅参数。对于系统(4)，其输

出信号幅度都对应为部分发生变化，即系统的任意 2

种输出信号的幅度会随参数 c、e 和 g 呈指数为− 1
2
的

幂函数关系变化，而另一个输出信号保持在固定的范

围内，因此参数 c、e 和 g 都是局部非线性调幅参数。 
2.7  新型统一混沌系统的网格多翼扩展 

与大多数的广义 Lorenz 混沌系统族一样，统一

混沌系统的 4 种吸引子也围绕指标 2 的鞍焦平衡点

演化而形成，并且吸引子的相图都是关于 Z轴对称。

本节以统一混沌系统中第一种混沌吸引子为例来

进行网格多翼扩展。将系统(1)中的可变非线性项变

成一个新的参数可调的偶对称多分段二次函数

F(y)，使其指标为 2 的鞍焦平衡点能在 y 方向上扩

展，同时在 z 方向上引入平移变换函数 H(z)，于是

系统(1)的数学模型变为 

 ( ( ))
( ( )) ( )

x ay bx
y dy Pex z H z
z h z H z F y

= −⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = − − +⎩

  (3) 

其中， 

( )2
0

1
( ) 0.5 sgn( ) sgn ( ) 2

N

i i i
i

F y A y A y E y E
=

= + + − − −∑  

  (4) 

 
0 1 2

0
1

sgn( ) sgn( )]

1

[

[ )sgn ]
M

j
j

H z H z B z B

H z Z
=

= − + − −

− +∑

（ ）

（ （ ）  (5)
 

其中，A0、Ai、Ei、H0、B1、B2 和 Zj 为可调参数，

前三项共同调节函数 F(y)各段的斜率、幅度和宽度，

后四项控制函数 H(z)各段的幅度和宽度；N、M 和

 
图 11  参数 a=1 时系统(1)的相图与时域波形 

 
图 12  参数 a=100 时系统(1)的相图与时域波形 
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P 分别为非线性函数中累加的项数和系统的伸缩因

子，N、M 为正整数，0≤i≤N，0≤j≤M，P 用于调

节混沌吸引子相图的观察区域。令 N=5 和 M=6，
取 A0=100、A1=10、A2=12、A3=18、A4=22、A5=26；
E1=0.3、E2=0.45、E3=0.6、E4=0.75、E5=0.9；H0=0.6；
B1=3.5、B2=1.7、Z1=0.9、Z2=2.1、Z3=3.3、Z4=4.5、
Z5=5.7、Z6=6.9。选定 P=18、a=25、b=25、d=16、
e=1 和 h=6，若分别取 N=5、M=2；N=5、M=3；
N=5、M=6 三组值时，系统(1)对应的吸引子被扩

展为 12×3，12×4，12×7 的网格多翼混沌吸引子，

其仿真结果如图 13 所示。 

3  新型统一混沌系统的电路实验 

新型统一混沌系统的电路仿真如图 14 所示，

图 14(a)实现系统(1)、系统(2)和系统(4)这 3 种混沌

吸引子的切换，图 14(b)实现系统(3)的混沌吸引子。 
图 14 中的三路模拟运算电路分别实现该系统

的状态变量 x、y 和 z，模拟乘法器 AD633、运算放

大器 LM741 及其外围元件用于实现系统的非线性

项、反相和积分运算等。图 14(a)电路仿真中设置有

6 个开关 S1～S6，用于改变函数 f(x,y)选项以及实现

参数 a 或 c 的置零。在图 14 中，电源供电电压均为

±15V，运算放大器的容许电压为±18V，模拟乘法器

的容许电压仅为±10V，而统一混沌系统三种输出信号

的相图明显超出此电压范围，故为了有效地进行电路

实验，将所有混沌输出信号的动态幅度进行线性比例

压缩，压缩为原来的 0.1 倍，如式(6)所示，再根据系

统的电路图 14(a)和相关电路理论，并考虑模拟乘法

器 AD633 的放大倍数为 0.1，得到式(7)。 

 
10

10
10 ( , )

x ay bx cyz
y dy exz
z hz gf x y

= − +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = − +⎩  (6)

 

 

1 1 2 1 3 1

4 2 5 2

6 3 7 3

1 1 1
10

1 1
10

1 1 ( , )
10

x y x yz
R C R C R C

y y xz
R C R C

z z f x y
R C R C

⎧
= − +⎪

⎪
⎪⎪ = −⎨
⎪
⎪

= − +⎪
⎪⎩  (7)

 

比较式(6)和式(7)可得 

 
图 13  系统(1)的网格多翼混沌吸引子相图  

 
图 14  新型统一混沌系统电路仿真 
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1 1 2 1 3 1

4 2 5 2

6 3 7 3

1 1 1, ,10
10

1 1,10
10

1 1,10
10

a b c
R C R C R C

d e
R C R C

h g
R C R C

= = =

= =

= =  (8)

 

令 C1=C2=C3=1 μF，对于系统(1)，当 a=25，b=25，
c=0，d=16，e=1，h=6 和 g=1 时，可得到电路中各电

阻理想精确值为R1=R2=40 kΩ，R4=62.5 kΩ，R6=166.67 kΩ，
R5=R7=10 kΩ，取 R8=R9=R10=R11=10 kΩ，同时仅闭合

开关 S1、S5和 S6。对于系统(2)，当 a=25，b=25，c=0，
d=16，e=1，h=5 和 g=1 时，只需令 R6=200 kΩ，同时

仅闭合开关 S1、S3和 S4，而其他元件值均不变；对于

系统(4)，当 a=25，b=25，c=5，d=10，e=5，h=10 和

g=6 时，只需令 R3=2 kΩ，R4=100 kΩ，R5=R7=2 kΩ，
R6=100 kΩ，同时仅闭合开关 S2、S4和 S5，而其他元

件值均不变。对于系统(3)，根据图 14(b)和相关电路

理论，当 a=0，b=−5，c=−1，d=−10，e=−1，h=2，g=1
时，可以得到各电阻理想值为 R12=200 kΩ，R14= 
100 kΩ，R16=500 kΩ，R13=R15=R17=R18= R19=R20= 
R21=10 kΩ。采用 EM6506 双通道模拟示波器来观

察实验电路，可以得到统一混沌系统的 4 种新双

翼混沌吸引子的电路实验结果如图 15 所示。从图 15
中可以看出，电路实验的结果和数值仿真的结果

相一致，验证了本文提出的新型统一混沌系统的

可行性。 

4  结束语 

本文提出了一种具有较大正 Lyapunov 指数和

多参数恒 Lyapunov 指数谱的新型统一混沌系统，

深入研究了该系统的基本动力学行为，分析了该系

统在不同参数条件下的恒 LE 谱和非线性调幅特

性，同时对第一种混沌吸引子进行了网格多翼扩

展，最后设计模拟实验电路对统一混沌系统进行了

实验验证，电路实验的结果与数值仿真结果相一

致，表明该系统的可行性。可得如下结论。 
1) 新型统一混沌系统的数学模型是一个包含

4 种完全不同的新双翼混沌吸引子的三维自治常微

分方程。通过大范围改变系统参数，所提系统产生

的 4 种新双翼混沌吸引子都具有三参数恒 LE 谱特

性，相对应的混沌吸引子均呈现出很好的稳健混沌

状态。 
2) 新型统一混沌系统具有复杂的混沌特性和

动力学行为，其中系统(1)～系统(3)都包含 2 个全局

非线性调幅参数和一个局部非线性调幅参数，并且

具有不同的非线性调幅功能，而系统(4)包含 3 个局

部非线性调幅参数。 
3) 通过引入 2 种合适的非线性函数，可以将系

统(1)的双翼混沌吸引子扩展成具有网格状多翼的

混沌吸引子，与原吸引子相比，新的网格多翼混沌

吸引子的结构更加复杂。 
4) 新型统一混沌系统进一步拓展了恒

 

图 15  新型统一混沌系统的 4 种新混沌吸引子的电路实验结果 
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Lyapunov 指数谱混沌系统族，它可用硬件电路来实

现，该系统的混沌特性表明其在混沌雷达、图像加

密和保密通信等领域中有潜在应用价值。 
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